Capitulo III
Interpretacdo grafica de dados

Este texto foi baseado no texto das apostilas “Introducdo a
interpretacdo grafica de dados, graficos e equagdes”, 1990, dos Profs. Fuad
Saad, Paulo Yamamura e Kazuo Watanabe; “Fisica Geral e Experimental
para Engenharia [, 2003, dos Profs. Ewout ter Haar e Valdir Bindilati.

1. Introducio

Nas atividades experimentais, muitas vezes, objetiva-se estudar a
maneira como uma propriedade, ou quantidade, varia com relacdo a uma
outra quantidade, por exemplo:

“De que modo o comprimento de um péndulo afeta o seu periodo?”
ou ainda:

“Como se comporta a for¢ca de atrito entre duas superficies
relativamente a forca normal exercida por uma superficie sobre a
outra?”

Tais questdes podem ser estudadas e mais bem respondidas, muitas
vezes, através de métodos graficos evidenciando, dessa forma, a
dependéncia de uma grandeza em relacdo a outra. Neste capitulo
apresentaremos 0s principais tipos de graficos disponiveis bem como
técnicas para a sua confec¢do. Apresentaremos também alguns métodos de
analise grafica de dados de forma a poder extrair informacdes e interpretar
resultados experimentais.

2. Tipos de graficos

Os graficos, de modo geral, podem ser classificados em cinco tipos
basicos, conforme o esquema apresentado na figura 2.1. Dependendo do
tipo de analise a ser realizada um tipo de grafico torna-se mais adequado
que outro. Nos trabalhos experimentais em Ciéncias sdo frequentemente
utilizados graficos do tipo diagrama, ou linha, conforme o apresentado na
figura 2.2. Nesse grafico ¢ mostrado o comportamento de uma grandeza
fisica, nesse caso a velocidade de um corpo, em fun¢do do tempo. Pode-se
perceber facilmente que a velocidade aumenta com o passar do tempo. A
grande vantagem de andlises graficas ¢ a interpretacdo direta e facil de
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dados experimentais. A linha tracejada, nesse caso, representa o

comportamento médio dos dados obtidos e representa a tendéncia dos
dados.

[ Graficos ]

[ diagramas ] [ Cartogramas ] Estereogramas [Organogramas] Harmogramas ou
(so6lidos) fluxogramas

[ De lilnhas ] [ superlﬁcies ]

poligonais ] —[colunas )
curvas ] —[barras |
—[histograrnas |
—[setores |

Figura 2.1: Principais tipos de graficos
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Figura 2.2: Exemplo de grafico linear. Nesse grafico, os pontos
correspondem as medidas experimentais € a linha representa o
comportamento médio.
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3. Confeccao de graficos

Quando sdo realizados experimentos, os dados sdo adquiridos,
geralmente, de dois modos:

No primeiro modo, quer-se examinar a dependéncia de uma grandeza
em relacdo a outra, como, por exemplo, os dados apresentados na figura
2.2. Nesse caso, mede-se a velocidade do corpo em instantes consecutivos
de tempo e analisa-se como a velocidade depende do tempo. Em medidas
desse tipo, costuma-se denominar de variavel independente aquela que se
varia, nesse caso, o tempo. A grandeza na qual se quer estudar a
dependéncia, nesse caso a velocidade, ¢ denominada de variavel
dependente.

No segundo caso, 0 mesmo experimento ¢ repetido muitas vezes nas
mesmas condi¢des e, em cada um desses experimentos, repete-se a medida
de uma determinada grandeza. Nesse caso, querem-se estudar as variagdes
de medidas devido as incertezas experimentais. Um caso tipico ¢ a medida
do periodo de oscilagio de um péndulo simples. Dependendo dos
instrumentos utilizados, a medida simples de um unico periodo resulta,
geralmente, em incertezas experimentais elevadas que podem ser
minimizadas através da repeticdo do experimento muitas vezes. Assim, a
medida final seria a média aritmética de todas as medidas efetuadas.

Em ambas as situacdes costuma-se organizar os dados em tabelas.
Essas tabelas podem-se tornar demasiadamente longas e de dificil leitura. A
representagdo desses dados em forma grafica mostra, de forma mais clara,
as propriedades das grandezas medidas. O grafico mostra, igualmente,
provaveis erros experimentais e permite realizar interpolagdes e
extrapolag¢des de modo visivel e facil.

No primeiro exemplo pode-se visualizar graficamente o
comportamento da velocidade em funcdo do tempo através de um grafico
de linhas. No segundo caso, contudo, a melhor visualizagdo grafica ¢ feita
através de um histograma. Nesse tipo de grafico ¢ muito simples obter
grandezas como média e desvio padrdo das medidas.

Antes de abordar os tipos de grafico acima, devemos estabelecer
algumas regras gerais de confec¢do de graficos. Essas regras se aplicam a
quase todos os tipos disponiveis.

3.1. Regras gerais para confec¢io de graficos

A construcdo de graficos, quando feita sob regras universais, facilita
significativamente a sua interpreta¢do. Nesse sentido, regras rigidas (como
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regras de sintaxe de uma linguagem qualquer) sdo adotadas no mundo
. , y . 1
cientifico e tecnologico .

Todo grafico ¢ composto dos seguintes itens:
1. Titulo e legenda do grafico;

2. Eixos das variaveis com os nomes das variaveis, escalas e
unidades;

3. Dados experimentais e incertezas;

4. Fungdes teodricas ou curvas médias (esse ultimo item é opcional
e, dependendo das circunstancias, pode ser omitido);

A figura 3.1 mostra os principais componentes de um grafico.

Titulo e legenda do grdfico

Todo grafico dever ter um titulo. Geralmente, o titulo do gréafico ¢
colocado na parte superior do grafico, em destaque. Titulos do tipo “grafico
de velocidade vs. tempo" sdo redundantes e ndo fornecem informagao
necessaria para o entendimento do mesmo.

Caso o grafico seja inserido dentro de um texto, o mesmo deve ser
acompanhado de uma legenda, logo abaixo do grafico, numerada, que
explique de forma sucinta o seu conteudo. No caso da presenca de uma
legenda, o titulo do grafico torna-se opcional, j4 que a legenda acaba
suprindo o leitor de informagdo suficiente para o entendimento do grafico.

Eixos, escalas e unidades

Os eixos de um grafico devem ser explicitamente desenhados. Cada
um dos eixos deve conter o nome (ou simbolo) da varidvel representada, a
escala de leitura e a unidade correspondente.

A escolha da escala utilizada deve ser tal que represente bem o
intervalo medido para a varidvel correspondente. A regra pratica para
definir a escala a ser utilizada consiste em dividir a faixa de variagdo da
variavel a ser graficada pelo nimero de divisdes principais disponiveis.
Toma-se, entdo, um arredondamento para um valor superior e¢ de facil
leitura. Esses valores sdo, em geral, 1, 2, 5 ou multiplos/sub-multiplos de 10
desses valores (10; 20; 500; 0,5; etc.). A figura 3.2 mostra alguns exemplos

! Programas computacionais de geragdo de graficos ndo destinados a area cientifica,
como o Excel, sio muito limitados e possuem varias falhas no que diz respeito a
confec¢do correta de graficos e o seu uso ¢ fortemente desaconselhado no mundo
cientifico e tecnoldgico.

24



de escalas do eixo de um grafico. Multiplos de 3 sdo de dificil leitura e
devem ser evitados.
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Figura 3.1. Componentes tipicos de um grafico cientifico padrdo.
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Figura 3.2. Alguns exemplos de formas CORRETAS de desenhar
eixos em um grafico.

As escalas de um grafico ndo precisam comegar na origem (0, 0).
Elas devem abranger a faixa de variagdo que vocé quer representar. E
conveniente que os limites da escala correspondam a um numero inteiro de
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divisdes principais. Indique os valores correspondentes as divisdes
principais abaixo (eixo-x) ou ao lado (eixo-y) da escala utilizando nlimeros
legiveis. As unidades devem ser escolhidas de maneira a minimizar o
numero de digitos utilizados na divisdo principal (ver a terceira escala, de
cima para baixo, na figura 3.2. Nesse caso, utilizou-se a escala de quilo-
grama). Uma regra pratica € utilizar no maximo 3 digitos para representar
esses valores. Pode-se também fazer o uso de poténcias de 10 na expressao
das unidades para simplificar a escala.

Ao tragar os eixos em papel grafico comum, ndo use a escala marcada
no papel pelo fabricante. Vocé é quem define a escala. Também evite usar
os eixos nas margens do papel. Desenhe os seus proprios eixos. Na figura
3.3 sdo mostradas algumas formas INCORRETAS de desenhar eixos de
grafico. Um erro muito comum € colocar nos eixos os valores medidos para
cada variavel. Esse € um erro MUITO grosseiro que torna o grafico ilegivel.

Por fim, escreva o nome (ou simbolo) da variavel correspondente ao
eixo e a unidade para leitura dos valores entre paréntesis (s, kg, 10° N/m’,
etc.).

No final das contas, o melhor critério para desenhar um eixo de um
grafico € o bom-senso. O teste final para saber se o eixo utilizado ¢
adequado ¢ a escolha aleatoria de um ponto qualquer. O leitor deve ser
capaz de identificar rapidamente o valor correspondente desse ponto através
da leitura do eixo no grafico.

Escala multipla de 3
Weasiming | | | |

| ;
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 t(s)

Pontos experimentais
| | }V | | | |

| ;
0 34 62 11,7 15 18,9 21 t(s)

| 2 Escala comprimida
. >

SETEREEAS EANEEENREBE 1S SEN
ESifSSESii=soEirsEEEEs = I
01234567891011t(s)

% Escala expandida

| | »
I »

0 1 X (m)

Figura 3.3. Algumas formas INCORRETAS de desenhar eixo em
um gréafico.
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Dados, funcgoes teoricas e curvas médias

Assinale no grafico a posicdo dos pontos experimentais: use marcas
bem visiveis (em geral circulos cheios). NUNCA indique as coordenadas
dos pontos graficados no eixo. Coloque as barras de incerteza nos pontos, se
for o caso. Se as incertezas sdo menores que o tamanho dos pontos, indique
1sso na legenda.

NUNCA LIGUE OS PONTOS. Esse ¢ um erro grosseiro de
confec¢do de graficos, muito utilizado em programas de computadores. A
figura 3.4 mostra como desenhar os pontos experimentais em um grafico.

Barras de incerteza

Marcador w‘:

Correto
1 -+_
_+. : Errado

Figura 3.4. Representacdo de pontos experimentais em um grafico.
NUNCA LIGUE OS PONTOS. Indique as barras de incerteza (se
for o caso) em cada ponto nos eixos x e y.

As vezes, dependendo da analise a ser realizada com os dados, é
necessario o desenho de curvas médias ou funcdes tedricas. Essas curvas
tém como utilidade permitir a extrapola¢do e/ou interpolagdo de pontos,
bem como a comparagdo entre os dados experimentais € uma previsdo
tedrica. Esse ponto sera discutido em detalhes adiante.

4. Graficos de linhas

Graficos de linhas sdo normalmente utilizados para representar a
dependéncia de uma grandeza em relacdo a outra, como o grafico
apresentado na figura 2.2 que mostra a dependéncia com o tempo da
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velocidade de queda de um ovo. Sdo muitos os tipos de graficos de linhas
que podem ser construidos. Dentre os varios se destacam trés tipos
comumente utilizados, conforme representado na figura 4.1.

[ Grafico de linhas ]
| | ! | |
[ Lineares ] [ Logaritmicos ] [ Polares ]

[mono-logaritimico] [ di-logaritmico ]

Figura 4.1. Principais tipos de graficos de linhas utilizados no meio
cientifico.

Figura 4.2. Papel em escala milimetrada. Nesse caso, ambas
coordenadas sdo igualmente espagadas em centimetros.
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A escolha do tipo de grafico esta relacionada com os objetivos que se
pretende alcancar. Um dos fatores que pode fornecer a ajuda na escolha ¢
analisar a varia¢do dos dados adquiridos. Por exemplo, uma grandeza que
varia entre 10 Hz e 100 kHz (100000 Hz) torna-se impossivel de ser
graficada de forma eficiente em um grafico linear, devido a grande variacao
entre um extremo e outro. Nesse caso, graficos logaritmicos s3o mais
adequados para representar dados desse tipo.

4.1. Escalas lineares

Graficos em escalas lineares sdo os mais simples de serem realizados.
Como o proprio nome diz, graficos em escalas lineares sdo aqueles nos
quais ambos o0s eixos (x € y) sdo lineares, ou seja, a escala representada no
eixo ¢ diretamente proporcional a distdncia do ponto em relacdo a origem
do eixo.

Graficos em escalas lineares sdo desenhados normalmente em papéis
milimetrados, conforme mostra a figura 4.2. Vocé pode usar a figura 4.2
como modelo para graficos lineares. Basta fazer copias xérox da figura e
utilizar para os seus graficos.
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Figura 4.3. Velocidade de queda de um ovo.
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Um exemplo de grafico em escala linear ¢ mostrado na figura 4.3.
Nesse caso, grafica-se a velocidade instantanea de queda de um ovo como
funcdo do tempo de queda.

Tracando curvas médias

Muitas vezes quer-se extrair informagdes mais complexas de um
grafico. Poderiamos perguntar, por exemplo, utilizando o grafico da figura
4.3, qual seria a velocidade do ovo no instante 15 segundos, caso o tipo de
movimento ndo se altere? Qual ¢ a velocidade inicial de queda desse ovo e
qual a sua aceleragdo média? Perguntas como essas podem ser respondidas
combinando-se o conhecimento adquirido de Fisica com algumas técnicas
de andlise grafica.

Existem técnicas matematicas e testes sofisticados’ para determinar o
comportamento de dados e permitir extrapolacdes e interpolacdes. O
aprendizado dessas técnicas foge ao escopo deste curso introdutorio.
Contudo, o método descrito a seguir pode, se executado de forma criteriosa,
fornecer resultados muito proximos daqueles obtidos a partir de métodos
matematicos rigorosos.

De modo geral, pode-se desenhar curvas médias sobre conjunto de
dados utilizando-se a curva francesa (ver figuras 4.4 ¢ 4.5). O uso de curva
francesa exige pratica, porém pode-se conseguir resultados bastante
satisfatorios.

Figura 4.4. Alguns exemplos de curva francesa. A curva francesa ¢
comumente utilizada para tracar curvas médias de graficos
cientificos.

? Para mais detalhes ver o livro “Fundamentos da Teoria de Erros”, José Henrique
Vuolo, Editora Edgard Bliicher Itda.
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Figura 4.5. Exemplo da utilizacdo da curva francesa para tragar
uma curva média em um grafico cientifico.

Um inconveniente do uso geral de curvas francesas € o fato de, apesar
das curvas médias serem bastante satisfatdrias, € dificil obter informacdes
numeéricas de forma direta. Além disso, pelo fato da curva obtida ser um
guia visual, extrapola¢des para valores fora do intervalo onde os dados
foram medidos sdo muito imprecisas € ndo devem ser feitas.

Contudo, existe um caso particular onde o tragado de curvas médias
fornece varias informacdes sobre os dados graficados. Isso ocorre quando o
grafico entre duas grandezas pode ser representado por uma reta. Assim, a
curva média obtida ¢ uma reta, que pode ser desenhada utilizando-se uma
régua simples.

Vamos re-examinar os dados na figura 4.3. Percebe-se que a
dependéncia entre velocidade e tempo ocorre de forma mais ou menos
linear (lembre-se de considerar as incertezas dos pontos experimentais).
Para tragar uma reta média, nesse caso, deve-se utilizar uma régua e a reta
desenhada deve ser tal que os pontos fiquem aleatoriamente distribuidos em
torno dessa reta. Esse desenho ¢ feito de forma manual e exige senso critico
por parte da pessoa que estd realizando a andlise. A figura 4.6 mostra o
mesmo conjunto de dados com a reta média correspondente.
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Figura 4.6. Velocidade de queda de um ovo com a sua respectiva
reta média que ¢ utilizada para extrair informag¢des numéricas a
respeito do movimento de queda.

Note que a reta média ndo necessariamente deve passar por todos os
pontos experimentais (veja ponto com t = 5,6 s) e, ndo necessariamente,
deve passar pelo primeiro e ultimo pontos do grafico. O critério € que os
pontos fiquem distribuidos em torno da reta da forma mais aleatoria
possivel.

Deve-se ter cuidado com o uso dessa técnica para tracar retas médias.
Em muitos casos, apesar das incertezas experimentais serem
suficientemente grandes, os pontos ndo ficam aleatoriamente distribuidos
em torno da reta. Nesse caso, ¢ evidente que a fun¢do que descreve a curva
média ndo deve ser uma reta. Um exemplo é mostrado na figura 4.7. Note
que os pontos ndo estdo igualmente distribuidos em torno da reta média.
Nota-se que, apesar do numero de pontos sobre a reta ser equivalente ao
numero de pontos sob a reta, ha a tendéncia de haver pontos na parte
inferior somente nos extremos do grafico enquanto os pontos superiores
encontram-se na regido central do grafico. Esse ¢ um exemplo claro de que
a curva média selecionada (reta) ndo ¢ adequada para descrever os dados
experimentais. Mais uma vez, existem métodos matematicos para avaliar se
a fungao utilizada ¢ a que melhor descreve os dados experimentais, porém o
aprendizado desse método foge ao escopo do curso. O desenvolvimento da
intuicdo, nesse caso, ¢ importante no julgamento dos resultados obtidos.
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Figura 4.7. Conjunto de dados no qual o uso de uma reta média ndo
¢ adequado para descrever o comportamento dos dados.

Em um grafico de escalas lineares (papel milimetrado) retas sdo
objetos geométricos simples de serem representados matematicamente.
Nesse caso, a equagdo de uma reta pode ser escrita como:

y=ax+b

Onde y ¢ a varidvel dependente ¢ x € a variavel independente. a ¢ b sdo
constantes, respectivamente denominadas coeficientes angular e linear.

Para obter os coeficientes a € b € necessario escolher dois pontos da
reta média desenhada no grafico. ESCOLHA PONTOS BASTANTE
DISTANTES!!!! Pontos muito préximos acarretam em incertezas bastante
elevadas e, muitas vezes, fora de controle. De preferéncia, escolha um
ponto anterior ao intervalo dos dados e um ponto apds o intervalo das
medidas efetuadas. Vamos denominar esses pontos como sendo (x;, y;) €
(x2, ¥2). Utilizando a equagdo de reta acima, podemos escrever que:

y=ax,+b e y,=ax,+b

Temos, nesse caso, duas equacdes e duas incognitas (a e b). Podemos
resolver o sistema acima de tal modo que:

33



A _ NN

Ax X2—x1

a e b=y, —ax

Note que os parametros a ¢ b possuem unidades. A unidade de a ¢
[unidade de y]/[unidade de x] enquanto a unidade de b é [unidade de y].

Note que, apesar do nome, o coeficiente angular ndo ¢ igual a
tangente do angulo entre a reta e o eixo-x, porque as escalas de um grafico
sdo, em geral, diferentes nos eixos X € y, ao contrario do caso geométrico.
Lembre-se que o coeficiente angular possui unidade enquanto tangente de
um angulo ¢ um nimero adimensional. Em geral:

%;ﬁtan@

Avaliagdo de incertezas nos coeficientes angular e linear

A representacdo grafica, como vimos, ¢ importante no sentido de
ilustrar e sintetizar as relagdes entre grandezas representativas de um
fendmeno. Contudo, medidas experimentais sdo sempre acompanhadas de
suas respectivas incertezas, avaliadas pelos experimentadores. Essas
incertezas sdo representadas graficamente através de barras de erro em cada
ponto experimental, conforme mostrado nas figuras anteriores.

Uma pergunta natural que surge do ajuste da reta média, como o
realizado na figura 4.6 reflete o fato das incertezas, bem como as flutuacdes
nos pontos experimentais, permitirem que mais do que uma reta média
possa ajustar razoavelmente os dados experimentais. E razoavel pensar que
os coeficientes angular e linear obtidos para a reta média possuem
incertezas associadas. Como avaliar a incertezas desses coeficientes?

Tanto a escolha da melhor curva, como mencionado, como o calculo
das incertezas nos coeficientes, pode ser feito de forma rigorosa. Contudo,
assim como ha um método grafico razoavel para tracar a reta média, ha
também um método grafico que pode ser utilizado para estimar as
incertezas nos coeficientes obtidos. Esse método consiste em estimar duas
retas, uma de maxima inclinagdo e outra de minima inclinacio, que ainda se
adaptem de forma razodvel aos dados experimentais. O procedimento a
seguir tenta sistematizar esse método de tal forma que as incertezas obtidas
sejam razoaveis.

Vamos voltar aos dados apresentados na figura 4.6. Imagine agora
dois conjuntos de pontos. Um desses conjuntos tem coordenadas (x, y+o)
enquanto o outro conjunto de pontos tem coordenadas (x, y-o), sendo o a
incerteza de cada um dos pontos do conjunto original, conforme mostrado
na figura 4.8-a. Nessa figura esses conjuntos estdo representados por
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quadrados e tridngulos, respectivamente. VOCE NAO PRECISA
DESENHAR ESSES PONTOS NOS SEUS GRAFICOS! Eles sio apenas
guias visuais para fins didaticos. A seguir, traca-se duas retas, uma que
melhor se adapte ao conjunto (x, y+o) e outra que melhor se adapte ao
conjunto (x, y-o), conforme mostrado na figura 4.8-b. Note que essas retas
ndo precisam ser paralelas entre si € nem mesmo paralelas a reta média
ajustada.
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Figura 4.8. Procedimento para estimar as incertezas nos
coeficientes da reta média.

A seguir, tomam-se os pontos nessas retas correspondentes ao menor
¢ maior valor da varidvel x no conjunto de dados experimentais (ver estrelas
na figura 4.8-c). Esses pontos servem de referéncia para tracar as retas
maxima ¢ minima. Para tracar as retas maxima e minima, ligam-se os
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pontos marcados por estrelas, conforme mostrado na figura 4.8-c por retas
continuas.

A figura 4.8-d mostra a figura final obtida. As duas retas continuas
obtidas s3o denominadas retas méaxima e minima por possuirem,
respectivamente, maxima e minima inclinagdes. Para cada uma dessas retas
calcula-se os coeficientes angulares e lineares, denominados,
respectivamente @y, Dymaxs Amins Pmin- AS Incertezas nos coeficientes da reta
média podem ser obtidas através das expressoes:

. Amax — amin _ ‘bmax o bmin
o,= # c O'b =

Linearizacdo de dados

Provavelmente por razdes biologicas, o ser humano sabe distinguir
bem entre uma curva e uma reta. Porém, ¢ muito dificil para o ser humano
perceber, graficamente, a diferenga entre uma curva dada por y = x’ e outra
dada por y = x”. Em trabalhos técnico-cientificos, os dados experimentais,
nem sempre, produzem uma curva linear do tipo y = ax + b, facil de extrair
informag¢des quantitativas, como descritas anteriormente. Nesse caso faz-se
uso de técnicas de linearizacdo de dados, de tal forma que os dados finais
obtidos, quando graficados, fornegcam uma linha reta, facil de ser analisada.
Experiéncia e bom senso sdo elementos importantes para essa operacgao,
bem como o conhecimento da equagdo esperada para os dados originais.

O ingrediente basico para linearizagdo de dados € o conhecimento da
equacdo esperada para descrever os dados originais. A técnica consiste no
uso dessa equagdo para realizar mudangas de variaveis de tal forma que o
grafico dessas novas varidveis seja uma reta.

Vamos tomar como exemplo um corpo em queda livre. Em um
experimento, realizou-se a medida da altura desse corpo (%) para diversos
instantes de tempo (7), conforme mostrado na tabela 4.1. Fazendo o grafico
de altura como funcdo do tempo de queda, obtém-se a figura 4.9.
Observando esse grafico, percebe-se que ele tem uma forma de parabola
com a concavidade para baixo. De fato, esse ¢ o comportamento esperado
para um corpo em queda livre. Assim, podemos supor que a equagdo que
melhor descreveria o comportamento da altura em fun¢do do tempo pode
ser escrita como:

h(t)=C+ Ar>

Onde C e 4 sdo constantes que devem ser obtidas a partir da analise dos
dados. Como obté-las?
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Tabela 4.1. Altura (k) em fun¢do do tempo (7) para um corpo em

queda livre.

1(s) |h(cm)|z="F (s)
0,010 | 200 | 0,00010
0,225 | 173 0,0506
0,319 | 151 0,1018
0,390 | 124 0,1521
0,450 | 99 0,2025
0,504 | 76 0,2540
0,552 | 48 0,3047
0,596 | 26 0,3552
0,637 1 0,4058
250
Movimento de um corpo
200 ° em queda livre
150 °
§ 100 - R
= 7 [ ]
50
0 -
-0 ! ! ! T T T T T

-0,1 0,0 0,1

0,2

— .
0,3 0,4

t(s)

0,5

0,6

0,7

Figura 4.9 — Altura de um corpo em queda livre como fun¢do do

tempo de queda.

Podemos testar se, de fato, a expressdo h(f) = C + At? representa bem
os dados obtidos utilizando técnicas de linearizagdo. Para transformar essa
expressio em uma reta, devemos fazer a mudanca de varidvel z=¢2.

Realizando essa mudanga de varidveis obtemos a expressao:

h(t)=C+ Az,

que ¢ a equacdo para uma reta. A terceira coluna na tabela 4.1 mostra o
valor da variavel z, calculada a partir dos dados obtidos para o tempo de
queda. A figura 4.10 mostra o grafico da altura de queda em funcdo da
varidvel z. Pode-se descrever o grafico obtido através de uma reta,
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mostrando que a suposicdo utilizada para a linearizacdo funciona
adequadamente.

A partir de um ajuste de reta média, como descrita anteriormente,
pode-se obter, sem complicacdes, os valores para os coeficientes C e A.

200 - . Movimento de um corpo
em queda livre
[ ]
150 + °
—_ °
g
L 100 - o
=
[ ]
501 °
[ ]
04 °
T T T T ' I

-0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
z(s)

Figura 4.10 — Altura de um corpo em queda livre como fun¢do do
tempo de queda ao quadrado.

Técnicas de linearizacdo sdo muito utilizadas na andlise grafica de
dados e simplificam consideravelmente o tratamento desses dados. Deve-se
lembrar que, caso a mudanga de varidveis ocorra sobre uma grandeza que
possua incertezas, as incertezas associadas a nova varidvel devem ser
obtidas através de técnicas de propagagdo de erros, como descritas nessa
apostila.

4.2. Escalas logaritmicas

Em muitas situagdes ¢ comum fazer graficos de grandezas onde a
dependéncia com uma outra variavel ¢ dada por expressdes do tipo:

y(x)= A% ou y(x)= AxB

Nesse caso, dependendo das constantes 4 ¢ B, a grandeza y(x) pode
variar muitas ordens de grandeza a partir de pequenas varia¢des de x. E
claro que, nesse caso, mudancas de variaveis podem ser realizadas para
tornar as equagdes acima retas. Em geral, as mudangas de varidveis mais
comuns envolvem fung¢des logaritmicas. No passado, o calculo de
logaritmos era bastante trabalhoso e envolvia consulta a tabelas (ou tabuas)
de logaritmos, nem sempre disponiveis. Nesse sentido, foram criados papéis
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graficos especiais nos quais uma (ou ambas) das escalas ¢ graduada
logaritmicamente. A escala logaritmica ¢ construida de tal forma que
quando uma quantidade x ¢ marcada nessa escala o comprimento (distdncia
em relagdo a origem do eixo) € proporcional a log(x). Um trecho de uma
escala logaritmica ¢ mostrado na figura 4.11. Assim, a escala logaritmica ¢
util quando a mudanga de variavel necessaria para linearizar o grafico
envolver o logaritmo de um ntimero.

log(x) Escala linear

0,0 0,1l0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8 09 1,0

091

T

T 2 3 4 5 678910
X Escala logaritmica

origem da escala

Figura 4.11. Escala logaritmica (abaixo) em comparacdo com a
escala linear (acima). A escala logaritmica ¢ construida de tal
forma que quando uma quantidade x ¢ marcada nessa escala o
comprimento (distdncia em relacdo a origem do eixo) ¢
proporcional a log(x).

Devido a forma na qual a escala logaritmica ¢ construida, deve-se
ficar atento para algumas regras de uso:

1.

Nao existe zero em escala logaritmica. Devido ao fato de
lil%(log(x)) =—o0 ¢ impossivel definir o valor zero na escala.
X—>!

A escala logaritmica ¢ dividida em décadas. Cada década
corresponde a uma ordem de grandeza decimal. A divisdo da
escala, em cada década, é idéntica de uma década para outra.

. Pelo fato da posi¢cdo da escala ser proporcional a log(x) ndo

podemos escolher qualquer escala para fazer o grafico. A
posi¢do equivalente ao 1 na escala logaritmica da figura 4.11
pode ser atribuida somente a numeros do tipo 1; 0,1; 10; 1000;
etc. Do mesmo modo, a posicdo 3 sO pode ser atribuida a
numeros do tipo 3; 0,3; 30; 3000; etc.

Uma década subseqiiente tem que, necessariamente, possuir
escala de tal forma que os nimeros sdo marcados uma ordem
de grandeza acima da década anterior. Por exemplo, caso a
década anterior varie de 0,01 a 0,1; a década subseqiiente deve
variar de 0,1 a 1 e assim sucessivamente.
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Um uso interessante para a escala logaritmica diferente de fazer
graficos ¢ a forma simples de calcular logaritmos. Como a posi¢do de um
valor x, na escala, ¢ proporcional a log(x), e como o tamanho de uma
década corresponde a variagdo de 1 em logaritmos (log(10x)—log(x)=1,
qualquer que seja x) podemos usar essa informagdo para o calculo de
logaritmos. Para isso, basta medir a distancia d (em centimetros) da posi¢ao
de x na escala logaritmica ¢ o tamanho da década D, conforme mostra a
figura 4.12. Desse modo, log(x) vale:

D (cm)
d(cm) Xx

foagy

A

0,91 2 3 4 5 6 780910
Escala logaritmica

Figura 4.12. Célculo de log(x) utilizando a escala logaritmica

Grdfico mono-log

O grafico mono-log ¢ um grafico com escala linear no eixo-x ¢ escala
logaritmica no eixo-y, conforme mostra a figura 4.14. Esse tipo de escala ¢
bastante til para graficos com comportamentos exponenciais, do tipo:

y(x)=CB*

onde 4 e B sdo os coeficientes da expressdo. Vamos agora calcular o
logaritmo da expressdo acima. Desse modo:

log(y(x)) = log(CB**) = log(C) +log(B*)
ou
log(y(x)) = Axlog(B)+1og(C)

Fazendo uma mudanga de variaveis z(x)=1log(y(x)), podemos reescrever
a equagdo acima como sendo:
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z(x)=ax+c,
onde a= Alog(B) ¢ c=log(C).

Desse modo, situagdes nas quais os dados se comportam como
fungdes exponenciais tornam-se retas quando graficados em papel mono-
log . Pode-se, a partir desse grafico, desenhar a reta média, bem como as
retas minima e maxima para céalculo das incertezas nos coeficientes. Depois
de desenhada as retas ajustadas aos dados, o coeficiente angular (a) pode
ser calculado a partir de dois pontos quaisquer sobre a reta ajustada (x;, y;) e
(x5, y,) utilizando a expressao (ver figura 4.13):

;- log(y,)~log(y)

X, — X, Xy =X

a=

Ou, simplesmente, medindo-se a distdncia, em centimetros, entre os pontos
vi € vy (d) bem como o tamanho da década no grafico (D) e utilizando a
expressao:

d/D

Xy =X

a=

A constante C pode ser obtida diretamente pela leitura da escala no
eixo-y para o qual x = 0.

110 5

D (cm)

grandeza y
. d (cm)

0,1

10

grandeza x

Figura 4.13. Célculo do coeficiente angular em um papel mono-
log.
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Figura 4.14. Papel mono-log. Vocé pode usar essa figura como
modelo para graficos mono-logs. Basta fazer cdpias xérox.

Grdfico di-log

Como o proprio nome diz, o grafico di-log ¢ aquele onde ambos os
eixos X e y estdo em escala logaritmica (figura 4.16). Esse grafico € util para
linearizar expressoes do tipo:

y(x)=Bx".
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Aplicando-se log na equagdo acima obtemos:

log(y(x)) = log(Bx") = log(B) + Alog(x)
Fazendo as mudangas de variaveis

z(x) =log(y(x))
e

k(x)=log(x)
Podemos escrever a equagdo acima como sendo

2(x) = ak(x)+b

Ou seja, a equagdo de uma reta. Nesse caso, as constantes a ¢ b valem,
respectivamente, a=A4 e b=1og(B).

410
g
Q"\
N
<
N
)
o
-
<
—
an

grandeza x

Figura 4.15. Célculo do coeficiente angular em um papel di-log.

Da mesma forma que no grafico mono-log, caso o grafico resulte em
uma reta, pode-se tracar a reta média para o céalculo dos coeficientes a e b,
bem como as retas madxima e minima para a estimativa das incertezas nos
coeficientes. Escolhendo-se dois pontos sobre as retas ajustadas (x;, y;) e
(x>, ¥2), o coeficiente a, vale, nesse caso:

43



a=22"%_ log(y,)—log(»)
k,—k  log(x,)—log(x,)
Ou, simplesmente, medindo-se a distdncia, em centimetros, entre os pontos
yi ey, (d); x; e x; (d,) bem como o tamanho das décadas no grafico (D, e
D,) e utilizando a expressao:
d, /Dy
~d./D,

a

A constante B pode ser obtida diretamente pela leitura da escala no
eixo-y para o qual x = [ (caso onde log(x) = 0).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 n 2 3 4 5 6 7 8 9 12

Figura 4.16. Papel di-log. Vocé pode usar essa figura como modelo
para graficos di-log. Basta fazer copias xérox.
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5. Histogramas

Vamos imaginar o seguinte experimento. Um cientista resolve medir
o periodo de oscilacdo de um péndulo. Apos realizar o experimento uma
unica vez ele obtém um determinado valor 7" para o periodo de oscilagdo
desse péndulo. Contudo, apods repetir o experimento vdarias vezes ele
observa que cada experimento, mesmo que efetuado sob as mesmas
condi¢cdes experimentais (aquelas controladas pelo experimentador),
fornece um valor diferente para o periodo de oscilagdo. Nesse caso, o
experimentador conclui que o periodo de oscilacio do péndulo pode ser
dado pela média de todas as medidas efetuadas. Contudo, outras questdes
podem ser igualmente importantes: como as medidas se distribuem em
torno desse valor médio? O valor médio € também o valor mais provavel de
ser medido? Qual a probabilidade de realizar uma medida na qual o periodo
de oscilagdo obtido € duas vezes maior que o valor médio?

Muitas dessas questdes podem ser resolvidas através da andlise
estatistica das medidas efetuadas. Contudo, uma ferramenta importante para
analise estatistica ¢ o histograma das medidas. Um histograma ¢ um grafico
no qual o conjunto de pontos (x, y) tem um significado especifico. Um certo
valor y estd diretamente relacionado com a probabilidade de efetuar uma
determinada medida e obter, como resultado, o valor x. Voltando ao nosso
exemplo do péndulo, a variavel graficada no eixo-x poderia ser o periodo de
oscilagdo enquanto que a varidvel no eixo-y pode ser o numero de vezes
que aquele determinado periodo foi medido pelo experimentador.

Por ter um significado especifico, muitas vezes um histograma ndo ¢
graficado colocando pontos nas coordenadas (x, y) de um papel milimetrado
e sim através dos desenhos de barras verticais cuja altura corresponde ao
valor y obtido para o ponto x.

A figura 5.1 mostra um histograma tipico para o nosso experimento
ficticio. Nesse caso, o experimentador realizou a mesma medida 200 vezes.
Cada barra vertical no histograma corresponde a um intervalo de periodos.
Por exemplo, a barra mais alta corresponde a medidas cujo periodo de
oscilacdo estava entre 0,40 e 0,43 segundos. Apods repetir 200 vezes o
experimento, o experimentador obteve 39 medidas cujo periodo de
oscilacdo do péndulo encontrava-se nesse intervalo de tempo. Para o
intervalo de tempo entre 0,50 e 0,53 segundos, o experimentador obteve
somente 6 medidas nesse intervalo. Cada um desses intervalos de medidas,
que corresponde a uma barra no histograma ¢ denominado de um canal do
histograma. Em geral, histogramas possuem canais cujas larguras sdo fixas
para todo o histograma. Casos especiais de histograma possuem canais de
larguras variadas, porém sao mais dificeis de serem analisados.
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Figura 5.1. Histograma do periodo de oscilagdo de um péndulo
simples para um experimento realizado 200 vezes.

A amplitude a ser graficada em um histograma, para cada intervalo
de variacdo da medida, depende de como esse histograma sera utilizado
posteriormente. E comum, contudo, utilizar uma das seguintes opcoes:

Histograma de nuumero de ocorréncias (N)

A amplitude do histograma, N(x), € simplesmente o numero de
ocorréncias verificadas em cada canal do histograma cujo centro vale x.
Apesar de ser o histograma mais simples de se construir, pois exige apenas
a contagem do numero de ocorréncias, a andlise do mesmo € mais
trabalhosa. Por exemplo, para calcular a probabilidade de efetuar uma
medida em um intervalo é necessario saber o numero total de medidas
utilizadas no histograma.

Histograma de freqiiéncia de ocorréncia (F)

A freqiiéncia na qual ocorre uma determinada medida ¢ definida
como sendo a razdo entre o numero de ocorréncias em um canal do
histograma cujo centro vale x e o nimero total de medidas efetuada, ou seja:
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N(x)

total

F(x)=

A vantagem de utilizar essa variavel como amplitude do histograma ¢
6bvia. A simples leitura da amplitude do histograma em um determinado
canal, no limite de um grande numero de medidas, N, tende a
probabilidade de realizar uma medida no intervalo correspondente ao canal
estudado. No caso mostrado na figura 5.1, como o experimento foi
realizado 200 vezes, a freqiiéncia de ocorréncia para um dado canal € o
numero de contagens daquele canal, dividido por 200.

Apesar de os histogramas de ocorréncias (N) e freqiiéncias (F) serem
simples de construir eles possuem algumas limitagdes. A maior delas € o
fato das amplitudes nesses histogramas serem fortemente dependentes da
largura escolhida para os canais. Caso a largura escolhida seja duas vezes
maior, tanto os niumeros de ocorréncias como as freqii€ncias serdo também
duas vezes maiores. Esse aspecto torna histogramas de ocorréncias e
freqliéncias dificeis de serem comparados com outros histogramas, bem
como com curvas tedricas. Um terceiro tipo de histograma, definido como
histograma de densidades de probabilidade, elimina essa limitag@o.

Histograma de densidade de probabilidades (H)

A densidade de probabilidade ¢ definida como sendo a razdo entre a
probabilidade de realizar uma medida no intervalo x e x+dx e o tamanho do
intervalo, dx, no limite no qual esse intervalo ¢ muito pequeno, ou seja:

dpP
dx

Se a densidade de probabilidade ¢ conhecida, a probabilidade de
ocorrer um resultado em um intervalo (x, x+Ax), com Ax pequeno, ¢&,
aproximadamente:

P(x,x+Ax)~ H(x)Ax

H(x)=

A grande vantagem de utilizar a densidade de probabilidade para
montar histogramas ¢ o fato das amplitudes em cada canal ser independente
do niimero de medidas efetuadas bem como da largura escolhida para os
canais do histograma. Experimentalmente, a densidade de probabilidade
pode ser obtida como sendo a freqiiéncia de ocorréncia de eventos em um
canal, dividida pela largura do canal no histograma, ou seja:

Flx)_ N
Ax "N, Ax

total

H(x)=
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5.1. Construcao de histogramas

Depois de realizadas as medidas, o experimentador tem em maos uma
tabela na qual estdo listados os valores obtidos para a grandeza que se quer
histogramar. Construir um histograma consiste nos seguintes passos:

1. Escolher a largura dos canais do histograma, Ax;

2. Escolher os centros de cada canal, tomando o cuidado que nédo
sobrem espacos vazios entre os canais.

3. Contar o numero de ocorréncias para cada um dos canais, N(x).
Nesse ponto € possivel construir o histograma de nimero de
ocorréncias. Caso uma ocorréncia ocorra na borda entre dois
canais, considere a ocorréncia como pertencendo ao canal cujo
centro possua maior valor.

4. Caso queira-se construir o histograma de freqiiéncias, F(x)
dividir o numero de ocorréncias em cada canal pelo total de
medidas efetuadas.

5. Caso queira-se construir o histograma de densidade de
probabilidades, H(x), dividir a freqiiéncia de cada canal pela
largura de cada um dos canais.

Alguns problemas ocorrem na criagdo do histograma, principalmente
quando o nimero total de medidas (V) € estatisticamente pequeno.

O problema mais freqliente ¢ a escolha da largura do canal, Ax.
Evidentemente, para que a densidade de probabilidade experimental seja o
mais proxima possivel da defini¢do tedrica, deve-se escolher Ax de tal
forma a ser o menor valor possivel. Entretanto, diminuindo Ax estamos
também diminuindo o nimero de ocorréncias em cada canal do histograma,
correndo o risco de que, em casos extremos, ocorram canais onde ndo seja
registrada nenhuma ocorréncia.

A figura 5.2 mostra dois histogramas onde foram realizadas 20
medidas. No histograma da esquerda, a largura do canal utilizada € cinco
vezes mais larga que no histograma da direita. Note que o histograma com
largura de canal menor apresenta flutuagdes elevadas de um canal para
outro, além de haver canais onde ndo ha ocorréncias. Isso resulta em alguns
canais com elevada densidade de probabilidade enquanto outros canais
apresentam densidade de probabilidade nula.

Esse fator deixa de ser um problema quando o nimero de medidas ¢
bastante elevado, como mostrado na figura 5.3. Nesse caso, o experimento
hipotético foi realizado 20 mil vezes. Note que, além do tamanho dos
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canais, ndo ha diferenga entre as densidades de probabilidade entre os
histogramas.
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Figura 5.2. Histogramas de densidade de probabilidades para
medidas do periodo de um péndulo simples. O conjunto de dados
utilizado é 0 mesmo em ambos os casos. O histograma da esquerda
foi montado de tal forma que a largura do canal seja 5 vezes maior
que no caso da direita. O total de medidas utilizadas para montar os
histogramas (V) foi 20.
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Figura 5.3. Histogramas de densidade de probabilidades para
medidas do periodo de um péndulo simples, conforme explicado na
figura 5.2. Nesse caso, o total de medidas utilizadas para montar os
histogramas (Ny..) foi 20000.
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Em muitas situacdes experimentais ¢ muito dificil realizar um
numero elevado de medidas de tal forma que a escolha da largura dos
canais no histograma possa ser arbitrariamente pequena. Como regra
pratica, a largura dos canais, Ax, deve ser escolhida de tal forma que o
numero de ocorréncias, N(x), seja pelo menos 10 para os canais proximos
ao valor médio das medidas. Outro fator importante ¢ a escolha das
posi¢des centrais dos canais do histograma. Deve-se, nesse caso, escolher as
posi¢des centrais de tal forma que uma delas seja aproximadamente igual ao
valor médio das medidas.

5.2. Interpretacio de um Histograma

Quando medimos N vezes uma grandeza, normalmente obtemos
valores diferentes para cada medida devido a incerteza estatistica ou
aleatdria associada ao procedimento de medida. Se a incerteza ¢ aleatoéria, €
razoavel supor que ela pode fazer com que o resultado da medida seja
igualmente maior, ou menor, que o valor verdadeiro da grandeza. Portanto,
esperamos que um histograma tenha uma forma simétrica em torno do valor
que representa a melhor estimativa para o valor verdadeiro da medida,
como podemos observar no histograma da figura 5.4.
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Figura 5.4 — Obtenc¢ao de média e desvio padrdo a partir da analise
grafica do histograma.
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A largura do histograma deve refletir a precisdo da medida, pois ela
mostra o quanto as medidas variaram em torno da estimativa do valor
verdadeiro. Um histograma mais largo significa uma medida menos precisa
e vice-versa. Como discutido no capitulo 5 da apostila “Introdugdo a Teoria
de Erros” de J. H. Vuolo, a melhor estimativa do valor verdadeiro de uma
medida ¢ dada pela média e a variagdo (ou varidncia) das medidas é dada
pelo desvio padrao. Portanto, podemos estimar o valor da média e do desvio
padrdo de um conjunto de medidas a partir do seu histograma, somente
observando o valor central do mesmo e a largura do histograma a,
aproximadamente, 2/3 de sua altura maxima, conforme mostra a figura 5.4.
Uma discussdo mais formal sobre essa interpretagdo do significado do valor
central e da largura de um histograma pode ser encontrada no capitulo 7 da
apostila “Introducdo a Teoria de Erros”.
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